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"CTUSBDU
5IJT BSUJDMF EFBMT XJUI UIF FSSBUJD BOE JODPOTJTUFOU QIBTF�OPJTF TQFDUSB PGUFO TFFO JO MPX�OPJTF
PTDJMMBUPST XIPTF áPPS JT PG UIF PSEFS PG −��� E#D�)[ PS MFTT� 4VDI PTDJMMBUPST BSF HFOFSBMMZ
NFBTVSFE XJUI UXP�DIBOOFM JOTUSVNFOUT CBTFE PO BWFSBHJOH UXP TJNVMUBOFPVT BOE TUBUJTUJDBMMZ
JOEFQFOEFOU NFBTVSFT� 0VS OFX NFUIPE DPOTJTUT PG JOTFSUJOH B EJTTJQBUJWF BUUFOVBUPS CFUXFFO
UIF PTDJMMBUPS VOEFS UFTU BOE UIF QIBTF�OPJTF BOBMZ[FS� 5IF UIFSNBM OPJTF PG UIF BUUFOVBUPS
JOUSPEVDFT B DPOUSPMMFE BNPVOU PG QIBTF OPJTF� 8F DPNQBSF UIF QIBTF OPJTF áPPS UP UIF
UIFPSFUJDBM FYQFDUBUJPO XJUI EJGGFSFOU WBMVFT PG UIF BUUFOVBUJPO JO TNBMM TUFQT� 5IF BOBMZTJT
SFWFBMT B OFHBUJWF CJBT 	VOEFSFTUJNBUJPO PG QIBTF OPJTF
 EVF UP UIF UIFSNBM FOFSHZ PG UIF JOUFSOBM
QPXFS TQMJUUFS BU UIF JOTUSVNFOU JOQVU BOE BO VODFSUBJOUZ EVF UP DSPTTUBML CFUXFFO UIF UXP
DIBOOFMT� *O OPU�TP�SBSF VOGPSUVOBUF DBTFT UIF CJBT SFTVMUT JO B OFHBUJWF QIBTF�OPJTF TQFDUSVN
XIJDI JT BO PCWJPVT OPOTFOTF� 4JNJMBS SFTVMUT BSF PCTFSWFE TFQBSBUFMZ JO UISFF MBCT XJUI
JOTUSVNFOUT GSPN UIF UXP NBKPS CSBOET� 8F QSPWJEF FYQFSJNFOUBM FWJEFODF GVMM UIFPSZ BOE
TVHHFTUJPOT UP NJUJHBUF UIF QSPCMFN BOE B àSTU BUUFNQU UP BTTFTT UIF VODFSUBJOUZ� 0VS
NVMUJQMF�BUUFOVBUPST NFUIPE QSPWJEFT RVBOUJUBUJWF JOGPSNBUJPO BCPVU UIF DPSSFMBUJPO QIFOPNFOB
JOTJEF UIF JOTUSVNFOU�

,FZXPSET� QIBTF OPJTF PTDJMMBUPS 	3' NJDSPXBWF
 GSFRVFODZ TUBCJMJUZ OPJTF JOTUSVNFOUBUJPO

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


�� *OUSPEVDUJPO

.PEFSO BOBMZ[FST NFBTVSF UIF QIBTF OPJTF 	1/ PS 1. OPJTF

CZ DPSSFMBUJPO BOE BWFSBHJOH PO UIF TJNVMUBOFPVT NFBTVSF�
NFOU PG UIF PTDJMMBUPS VOEFS UFTU 	%65
 XJUI UXP TFQBSBUF
DIBOOFMT FBDI DPOTJTUJOH PO B QIBTF EFUFDUPS BOE B GSFRVFODZ

0SJHJOBM $POUFOU GSPN UIJT XPSL NBZ CF VTFE VOEFS UIF
UFSNT PG UIF $SFBUJWF $PNNPOT "UUSJCVUJPO ��� MJDFODF� "OZ

GVSUIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE
UIF UJUMF PG UIF XPSL KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*�

SFGFSFODF� 5IF %65 OPJTF JT FYUSBDUFE BGUFS SFKFDUJOH UIF
CBDLHSPVOE OPJTF PG UIF JOTUSVNFOU BTTVNJOH UIBU UIF UXP
DIBOOFMT BSF TUBUJTUJDBMMZ JOEFQFOEFOU� "GUFS UIF TFNJOBM QBQFS
<�> BOE UIF FBSMZ BQQMJDBUJPO TIPXO JO <�> UIJT DIPJDF JT BEPQ�
UFE CZ WJSUVBMMZ BMM NBOVGBDUVSFST 	UBCMF �
� 5IF EVBM DIBOOFM
TDIFNF DPNFT JO UXP áBWPST XJUI POF PS UXP SFGFSFODF PTDJM�
MBUPST�8F GPDVT PO UIF MBUUFS CFDBVTF JU FOBCMFT UIF OPJTF SFKFD�
UJPO PG UIF SFGFSFODF PTDJMMBUPST BOE BMTP PG UIF GSFRVFODZ TZO�
UIFTJ[FST XIJDI NBZ CF JOUFSQPTFE CFUXFFO SFGFSFODF PTDJMMBU�
PST BOE QIBTF EFUFDUPST�

5IF DPSSFMBUJPO�BOE�BWFSBHJOH QSPDFTT SFKFDUT UIF TJOHMF�
DIBOOFM OPJTF QSPQPSUJPOBMMZ UP �/

√
N XIFSF N JT UIF OVNCFS

PG BWFSBHFE TQFDUSB UIBU JT � E# QFS GBDUPS�PG�UFO� /PXBEBZT

���������������������������� � ¥ ���� #*1. � *01 1VCMJTIJOH -UE 1SJOUFE JO UIF 6,
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5BCMF �� %VBM�$IBOOFM 1IBTF /PJTF "OBMZ[FST�

#SBOE 5ZQF PS 4FSJFT

"OB1JDP "11) TFSJFT
#FSLFMFZ /VDMFPOJDT $PSQ� ���� TFSJFT
)PM[XPSUI )"���� TFSJFT
+BDLTPO -BCT 5FDIOPMPHJFT 1IBTF4UBUJPO �� ���"
,FZTJHIU 5FDIOPMPHJFT &���� TFSJFT
.JDSPTFNJ $PSQPSBUJPO ����" � ����"
/PJTF95 %$/54 � /9"
0&XBWFT )*�2 5.4
3PIEF � 4DIXBS[ '481 TFSJFT

EJHJUBM FMFDUSPOJDT QSPWJEFT B IJHI DPNQVUJOH QPXFS BOE
NFNPSZ TJ[F GPS DIFBQ BT DPNQBSFE UP UIF DPTU BOE UP UIF DPN�
QMFYJUZ PG 3' BOE NJDSPXBWF UFDIOPMPHZ� 5IVT UIF UIFPSFUJDBM
SFKFDUJPO DBO FYDFFE �� E# JG UIF FYQFSJNFOUBMJTU BDDFQUT UIF
MPOHNFBTVSFNFOU UJNF JU UBLFT VMUJNBUFMZ MJNJUFE CZ UIF UJNF�
GSFRVFODZ JOEFUFSNJOBUJPO UIFPSFN� )PXFWFS TVDI SFKFDUJPO
DBOOPU CF BDIJFWFE JO QSBDUJDF CFDBVTF PG GVOEBNFOUBM QIF�
OPNFOB BOE BSUJGBDUT� 5IF UIFSNBM FOFSHZ JO UIF JOQVU QPXFS
TQMJUUFS <�m�> BOE JNQFEBODF NBUDIJOH <�> àSTU DBVHIU UIF
BUUFOUJPO PG UIF TDJFOUJàD DPNNVOJUZ� 5IFTF BOE PUIFS QSPC�
MFNT XFSF BEESFTTFE JO UISFF JOUFSOBUJPOBM XPSLTIPQT <�m��>�

.PTU QSBDUJUJPOFST OBJWFMZ CFMJFWF UIBU B OPJTF BOBMZ[FS
BMXBZT PWFS�FTUJNBUFT UIF %65 OPJTF CFDBVTF JU BEET JUT
PXO CBDLHSPVOE OPJTF� 5IJT JT OPU USVF JO UIF DBTF PG UIF
UXP�DIBOOFM JOTUSVNFOUT CFDBVTF UIF DSPTT TQFDUSVN JT UIF
GSFRVFODZ�EPNBJO FRVJWBMFOU PG UIF DPWBSJBODF� 5IF DPSSFMB�
UJPO CFUXFFO DIBOOFMT JOUSPEVDFT TZTUFNBUJD FSSPST BOE BSUJ�
GBDUT XIJDI DBO CF QPTJUJWF PS OFHBUJWF� 5IF DPOTFRVFODF JT
UIBU UIFSF JT OP B�QSJPSJ SVMF UP TUBUF XIFUIFS UIF JOTUSVNFOU
PWFS�FTUJNBUFT PS VOEFS�FTUJNBUFT UIF %65 OPJTF� " QSPCMFN
JT UIBU UIF OPJTF SFKFDUJPO EVF UP BWFSBHJOH VTVBMMZ DBMDVMBUFE
BOE EJTQMBZFE UPHFUIFS XJUI UIF QIBTF OPJTF EPFT OPU BDDPVOU
GPS BSUJGBDUT BOE TZTUFNBUJD FSSPST� "OPUIFS QSPCMFN JT UIBU UIF
JOTUSVNFOUT EJTQMBZ UIF BCTPMVUF WBMVF PG UIF DSPTT TQFDUSVN
HJWJOH OP XBSOJOH BCPVU OFHBUJWF PVUDPNFT� 5IF DPNCJOBUJPO
PG UIFTF GBDUT PSJHJOBUFT FSSBUJD BOE NJTMFBEJOH SFTVMUT�

8F QSPQPTF BO FYQFSJNFOU 	àHVSF �
 UIBU SFWFBMT UIF QSFT�
FODF TZTUFNBUJD FSSPST EVF UP VOXBOUFE DPSSFMBUFE UFSNT� 8F
GPDVT PO UIF ��� .)[ 0$90T CFDBVTF UIJT UZQF PG PTDJMMBUPS
FYIJCJUT UIF MPXFTU XIJUF 1. OPJTF áPPS� )PXFWFS USJWJBM UIF
FYQFSJNFOU NBZ TFFN OPUIJOH FWFO CSPBEMZ TJNJMBS IBT CFFO
SFQPSUFE JO UIF MJUFSBUVSF� 8F QSPWJEF BMM UIF EFUBJMT SFMBUFE UP
UXP TQFDJàD DBTFT UPHFUIFS XJUI UIF GVMM UIFPSFUJDBM JOUFSQSFU�
BUJPO�

�� 1IBTF OPJTF BOE UIFSNBM FOFSHZ

-FU VT TUBSU XJUI B SFWJFX PG LFZ GBDUT CBTFE PO 3FGFSFODFT
<�m�>� 5IF QIBTF OPJTF JT EFTDSJCFE JO UFSNT UIF QPXFS TQFD�
USBM EFOTJUZ 	14%
 PG UIF SBOEPN QIBTF ϕ	U
 BOE EFOPUFE XJUI
4ϕ( G)� " NPEFM UIBU JT GPVOE VTFGVM UP EFTDSJCF PTDJMMBUPST BOE
DPNQPOFOUT JT UIF QPMZOPNJBM MBX

'JHVSF �� #MPDL EJBHSBN PG UIF FYQFSJNFOU�

4ϕ( G) =
�∑

O≤−�

COGO[SBE�/)[] , 	�


XIFSF UIF UFSN C� JT UIF XIJUF 1. OPJTF C−�/G JT UIF áJDLFS
1. OPJTF C−�/G� JT UIF XIJUF '. OPJTF C−�/G� JT UIF áJDLFS
'. OPJTF C−�/G� JT UIF GSFRVFODZ SBOEPN XBML BOE PUIFS
UFSNT DBO CF BEEFE� 5IF RVBOUJUZ L ( G) NPTU PGUFO VTFE CZ
UIF NBOVGBDUVSFST JT EFàOFE BT L ( G) = (�/�)4ϕ( G) <��>� "T
B NBUUFS PG GBDU XIJUF QIBTF OPJTF JT NPTUMZ PG BEEJUJWF PSJHJO�
"DDPSEJOHMZ JU DBO CF XSJUUFO BT

C� =
/
1

, 	�


XIFSF 1 JT UIF DBSSJFS QPXFS BOE / JT UIF QPXFS TQFDUSBM EFOT�
JUZ 	14%
 PG UIF 3' OPJTF� *O UIJT DPOUFYU XF QSFGFS UIF VOJU
8�)[ UP +� #Z BOBMPHZ XJUI UIF 14% /= L5 PG UIF UIFSNBM
OPJTF XF BTTPDJBUF UP C� UIF FRVJWBMFOU UFNQFSBUVSF

5=
1C�
L

, 	�


XIFSF L= ����� ���×��−�� +�, 	FYBDU
 JT UIF #PMU[NBOO DPO�
TUBOU�

���� 5IF FGGFDU PG UIF BUUFOVBUPS

1IZTJDBM JOTJHIU TVHHFTUT UIBU UIF EJTTJQBUJWF BUUFOVBUPS DBO
POMZ EFHSBEF UIF TJHOBM�UP�OPJTF SBUJP 	4/3
 XIJDI SFTVMUT JO
JODSFBTFE 1. OPJTF� 'PDVTJOH PO UIF XIJUF OPJTF BU UIF BUUFO�
VBUPS JO BOE PVU XF VTF UIF TVCTDSJQUT AJ� BOE AP� ESPQQJOH
UIF TVCTDSJQU �� 'PS FYBNQMF CJ TUBOET GPS C�J BOE CP GPS C���
5IVT 	�
 SFXSJUFT BT CJ = /J/1J PS CP = /P/1P� "TTVNJOH UIBU
FWFSZUIJOH JT NBUDIFE UP UIF DIBSBDUFSJTUJD JNQFEBODF 3� UIF
3' XIJUF OPJTF BU UIF BUUFOVBUPS PVUQVU JT

/P = L5J"� + L5B
(
�−"�) , 	�


XIFSF L5J JT UIF JOQVU OPJTF " JT UIF WPMUBHF HBJO PG UIF BUUFO�
VBUPS "� < � BOE 5B JT UIF UFNQFSBUVSF PG UIF BUUFOVBUPS� 5IF
UFSN L5J"� NFBOT UIBU UIF JOQVU OPJTF L5J JT BUUFOVBUFE CZ UIF
GBDUPS "� MJLF BOZ TJHOBM� 5IF UFSN L5B(�−"�) JT UIF UIFSNBM
OPJTF BEEFE CZ UIF BUUFOVBUPS� 5IJT JT PCWJPVT JG POF SFQMBDFT
UIF PTDJMMBUPS XJUI B SFTJTUJWF MPBE 3� BU UIF UFNQFSBUVSF 5B� *O
UIJT DPOEJUJPO UIF PVUQVU JT FRVJWBMFOU UP B SFTJTUPS 3� BU UIF
UFNQFSBUVSF 5B� 5IVT UIF UPUBM PVUQVU OPJTF JT L5B JOEFQFOE�
FOU PG "� &RVBUJPO 	�
 JT XFMM LOPXO JO SBEJP BTUSPOPNZ XIFSF

�
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JU àOET BQQMJDBUJPO JO UIF FTUJNBUJPO PG UIF FGGFDU PG MPTTFT JO
UIF BOUFOOB BOE JO UIF MJOF CFUXFFO BOUFOOB BOE SFDFJWFS <��
TFDUJPO ���C 	/PJTF 5FNQFSBUVSF PG BO "UUFOVBUPS
> BOE JO UIF
DBMJCSBUJPO PG UIF SFDFJWFS <�� TFDUJPO ����� 	3FDFJWFS $BMJC�
SBUJPO
>�

"GUFS 	�
m	�
 UIF XIJUF 1. OPJTF BU UIF BUUFOVBUPS PVUQVU
JT

CP =
L5J
1J

+
L5B

(
�−"�

)

"�1J
, 	�


XIJDI JT PCWJPVTMZ HSFBUFS UIBO CJ = L5J/1J�

�� *OTJEF UIF EVBM�DIBOOFM OPJTF BOBMZ[FS

���� 5IF DSPTT�TQFDUSVN FTUJNBUPS

5IF DSPTT�TQFDUSVN FTUJNBUPS JT B HFOFSBM UPPM� )FSF JU àOET
BQQMJDBUJPO UP UXP LFZ TJHOBMT JOTJEF UIF JOTUSVNFOU� 	J
 UIF
WPMUBHF BU UIF PVUQVUT PG UIF QPXFS TQMJUUFS BOE 	JJ
 UIF QIBTF
BU UIF PVUQVU PG UIF EFUFDUPST 	'JHVSF� �
� -FU VT TUBSU XJUI

Y(U) = B(U)+ D(U) 	�


Z(U) = C(U)+ D(U) 	�


XIFSF B	U
 BOE C	U
 BSF UIF CBDLHSPVOE OPJTF PG UIF DIBOOFMA
BOE B� 5IFZ BSF TUBUJTUJDBMMZ JOEFQFOEFOU BOE IBWF [FSP NFBO
BOE FRVBM PS TJNJMBS WBSJBODF� 5IF TJHOBM D	U
 JT UIF UBSHFU UIBU
JT UIF %65 OPJTF� 5IVT UIF TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT PG D	U
 BSF
NFBTVSFE BGUFS BWFSBHJOH PVU B	U
 BOE C	U
� "T TBJE 	�
m	�

BQQMZ UP UIF 3' TJHOBM PS UP UIF 1. OPJTF BU DIPJDF� 5IVT
XF DBO NFBTVSF UIF 3' TQFDUSVN <8�)[> PS UIF 1. OPJTF
TQFDUSVN <SBE�/)[>� 5IF SFBEFS JOUFSFTUFE UP LOPXNPSF BCPVU
UIF NFUIPE TIPVME SFGFS UP <��> <��> BOE <�>�

"T B NBUIFNBUJDBM DPODFQU UIF DSPTT 14% JT EFàOFE BT UIF
'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO� )PXFWFS
VOEFS DFSUBJO DPOEJUJPOT XIJDI BSF HFOFSBMMZ NFU JO UIF DBTF
PG QIZTJDBM TJHOBMT EJHJUJ[FE PO B àOJUF BDRVJTJUJPO UJNF 5 JU
DBO CF FWBMVBUFE VTJOH UIF 'PVSJFS USBOTGPSNT� 5IVT EFOPUJOH
UIF EJTDSFUF 'PVSJFS USBOTGPSN XJUI UIF VQQFSDBTF MFUUFS BT JO
9( G)↔ Y(U) UIF POF�TJEFE DSPTT 14% JT FWBMVBUFE BT

4ZY( G) =
�
5

[
:( G)9∗( G)

]
. 	�


5IF EFOPNJOBUPS 5 JT UIF BDRVJTJUJPO UJNF UIF TVQFSTDSJQU
A∗� NFBOT DPNQMFY DPOKVHBUF BOE UIF GBDUPS A�� BDDPVOUT GPS
FOFSHZ DPOTFSWBUJPO BGUFS TVQQSFTTJOH UIF OFHBUJWF GSFRVFO�
DJFT� &RVBUJPO 	�
 TUBUFT B HFOFSBM GBDU UIVT JU IPMET GPS POF
SFBMJ[BUJPO GPS UIF BWFSBHF PS GPS UIF FYQFDUBUJPO EFQFOE�
JOH PO UIF DPOUFYU� %SPQQJOH UIF GSFRVFODZ BOE FYQBOEJOH
9="+$ BOE : =#+$ XF HFU

4ZY =
�
5

(
#+$

)(
"∗ +$∗

)
. 	�


5IF NBUIFNBUJDBM FYQFDUBUJPO E{4ZY} JT

E
{
4ZY

}
=

�
5
E
{
$$∗}= E

{
4D
}

	��


CFDBVTF E{#"∗}= � E{#$∗}= � BOE E{$"∗}= �� "MM UIF
VTFGVM JOGPSNBUJPO JT JO $$∗ UIVT 4D � �� #Z DPOUSBTU BMM UIF
CBDLHSPVOE OPJTF HPFT JO #"∗ #$∗ BOE $"∗ BOE VOEFS OPS�
NBM DJSDVNTUBODFT JU JT FRVBMMZ EJTUSJCVUFE CFUXFFO SFBM BOE
JNBHJOBSZ QBSU� *U JT UIFSFGPSF DMFBS UIBU UIF PQUJNVN FTUJN�
BUPS JT

4̂ZY = %
{
〈4ZY〉N

}
. 	��


5IJT FTUJNBUPS IBT UXP JNQPSUBOU QSPQFSUJFT 	J
 JU JT VOCJBTFE
BOE 	JJ
 JU JT UIF GBTUFTU CFDBVTF JU UBLFT JO UIF TNBMMFTU BNPVOU
PG CBDLHSPVOE OPJTF� " QSPCMFN XJUI %

{
〈4ZY〉N

}
JT UIBU JU JT

OPU BMXBZT QPTJUJWF CFGPSF BWFSBHJOH PVU UIF CBDLHSPVOE OPJTF
PS JO UIF QSFTFODF PG TQVST� 5IF OFHBUJWF PVUDPNFT DBOOPU CF
QMPUUFE PO B MPHBSJUINJD TDBMF 	E#
� 5IF '481 <�� FRVBUJPO
	�
> VTFT UIF FTUJNBUPS

4̂ZY =
∣∣〈4ZY〉N

∣∣ . 	��


"MCFJU UIF EPDVNFOUBUJPO QSPWJEFE CZ PUIFS NBOVGBDUVSFST
HJWFT MJUUMF JOEJDBUJPO BCPVU UIF FTUJNBUPS XF CFMJFWF UIBU
	��
 JT UIF NPTU DIPTFO PQUJPO� " SFBTPO JT UIBU JU TIPXT
OP OFHBUJWF WBMVFT UIVT JU JT BMXBZT TVJUBCMF UP CF SFQSFT�
FOUFE PO B MPH TDBMF� "OPUIFS SFBTPO JT UIBU TVDI FTUJNBUPS
JT QPTJUJWFMZ CJBTFE BOE UIF CJBT EFDSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ BT
N JODSFBTFT� 5IVT VOEFS OPSNBM DJSDVNTUBODFT

∣∣〈4ZY〉N
∣∣ DPO�

WFSHFT UP E{4D} BGUFS EFDSFBTJOH NPOPUPOJDBMMZ EVSJOH UIF
NFBTVSFNFOU QSPDFTT� 5IF FTUJNBUPS 	��
 NBUDIFT UIF CFIB�
WJPS XF PCTFSWF JO UIF SFHVMBS VTF PG UIF JOTUSVNFOUT XIFSF
OP BUUFOVBUPS JT JOTFSUFE BU UIF JOQVU� /PX XF CSFBL UIF IZQP�
UIFTJT PG TUBUJTUJDBMMZ JOEFQFOEFOU DIBOOFMT BOE XF JOUSPEVDF
UIF EJTUVSCJOH TJHOBM E(U)↔ %( G) UIF TBNF JO UIF UXP DIBO�
OFMT CVU GPS UIF TJHO ςY=± � BOE ςZ=± � BT XF EJE JO <��>

9= "+$+ ςY% 	��


:= #+$+ ςZ% , 	��


5IF TJHOBM% JT FJUIFS DPSSFMBUFE PS BOUJDPSSFMBUFE� *OUSPEVDJOH
ς = ςYςZ =±� BOE FYQBOEJOH E{4ZY} BT BCPWF XF àOE

E
{
4ZY

}
= E

{
4D
}
+ ςE

{
4E
}
. 	��


5IVT ς JT UIF TJHO PG UIF DPSSFMBUJPO DPFGàDJFOU BOE UIF UFSN
ςE

{
4E
}
JT B TZTUFNBUJD CJBT QPTJUJWF PS OFHBUJWF� " TVCTUBO�

UJBMMZ FRVJWBMFOU BQQSPBDI JT GPVOE JO <� TFDUJPO **> XIJDI EJG�
GFST JO UIF BOBMZTJT PG GPVS TFQBSBUF DBTFT 	UIF QSFTFODF PS OPU
PG UIF EJTUVSCJOH TJHOBM E	U
 BOE UIF TJHO PG UIF DPSSFMBUJPO

JOTUFBE PG UIF DPNQBDU GPSN 	��
m	��
 BOE 	��
� 5IF EJTUVSCJOH
TJHOBM DBO CF 	J
 UIF UIFSNBM FOFSHZ JO UIF JOQVU QPXFS TQMJUUFS
	TFDUJPO ���
 	JJ
 UIF DSPTTUBML CFUXFFO UIF UXP DIBOOFMT 	TFD�
UJPO ���
 BOE 	JJJ
 UIF ". OPJTF QJDLVQ <��> PS PUIFS FGGFDUT
OPU DPOTJEFSFE IFSF�

�



.FUSPMPHJB �� 	����
 ������ : (SVTPO FU BM

'JHVSF �� 4JHOBM BOE OPJTF NPEFM PG UIF NPTU DPNNPO QPXFS
TQMJUUFST� 5IF SFBDUJWF QPXFS TQMJUUFS 	UPQ
 JT GSFF GSPN EJTTJQBUJPO
UIVT JU IBT � JOTFSUJPO MPTT� 5IF SFTJTUJWF QPXFS TQMJUUFS 	CPUUPN
 IBT
� E# JOTFSUJPO MPTT�

���� "QQMJDBUJPO UP UIF JOQVU QPXFS TQMJUUFS

5XP UZQFT PG QPXFS TQMJUUFST BSF NPTUMZ VTFE TIPXO PO àH�
VSF �� 5IF MPTT�GSFF TQMJUUFS JT B � E# EJSFDUJPOBM DPVQMFS UFS�
NJOBUFE BU POF JOQVU 	EBSL QPSU
� 5IF SFTJTUJWF TQMJUUFS JT B :
OFUXPSL XIJDI BUUFOVBUFT UIF JOQVU TJHOBM CZ � E#� )FSF Y	U

BOE Z	U
 BSF UIF 3' WPMUBHFT BU UIF PVUQVU PG UIF QPXFS TQMJU�
UFS� %FOPUJOH XJUI 5P UIF FRVJWBMFOU OPJTF UFNQFSBUVSF BU UIF
QPXFS�TQMJUUFS JOQVU BOE XJUI 5T UIF UFNQFSBUVSF PG UIF TQMJU�
UFS USJUF DBMDVMBUJPO TIPXT UIBU UIF DPSSFMBUFE OPJTF JT

E{4ZY}=
�
�
L
(
5P− 5T

)
	��


GPS UIF ��E# EJTTJQBUJPO�GSFF DPVQMFS� *OUFSFTUJOHMZ 	��
 JT B
DMBTTJDBM SFTVMU GSPN +PIOTPO UIFSNPNFUSZ <�� ��> XJUI XFMM
LOPXO BQQMJDBUJPO JO NJDSPXBWFT <�� ��>�

4JNJMBSMZ XF àOE

E{4ZY}=
�
�
L
(
5P− 5T

)
	��


GPS UIF ��E# SFTJTUJWF DPVQMFS� %FSJWJOH 	��
 BOE 	��
 GSPN
	��
 ς EPFT OPU OFFE UP BQQFBS FYQMJDJUMZ CFDBVTF JU BMXBZT
IPME UIBU ς =−�� #FDBVTF UIF PVUQVU QPXFS JT 1P�� GPS UIF ��
E# TQMJUUFS BOE 1P�� GPS UIF ��E# TQMJUUFS UIF PVUQVU 4/3 JT
UIF TBNF BOE UIF XIJUF 1. OPJTF JT

E{CP}=
L(5P− 5T)

1P
. 	��


3FGFSFODF <� TFDUJPO *7> QSPWJEFT BO FYUFOTJPO UP PUIFS MFTT
DPNNPO UZQFT PG QPXFS TQMJUUFS�

���� )BSEXBSF BSDIJUFDUVSFT

5IF '481 <�� ��> JT CBTFE PO UIF 4%3 	4PGUXBSF %FàOFE
3BEJP
 UFDIOPMPHZ BGUFS EPXO�DPOWFSUJOH UIF JOQVU UP BO
BQQSPQSJBUF *' 	TFF <��> GPS B NPEFSO USFBUJTF PG 4%3
� 5IF
NJYFST BSF VTFE JO UIF MJOFBS SFHJPO CFDBVTF MJOFBSJUZ QSF�
WFOUT UIF ". OPJTF GSPN QPMMVUJOH UIF QIBTF OPJTF NFBTVSF�
NFOU� 5IF VTF PG *�2 NJYFST FOBCMFT UP VOXSBQ UIF QIBTF
BOE UP NFBTVSF CFZPOE UIF *'� 5XP PQFSBUJOH NPEFT BSF VTFE
EFQFOEJOH PO UIF 'PVSJFS GSFRVFODZ� 6Q UP � .)[ UIF JOQVU
3' TJHOBM JT EPXO DPOWFSUFE UP ��� .)[� #FZPOE � .)[
UIF SFGFSFODF TZOUIFTJ[FST BSF TFU DMPTF UP UIF JOQVU GSFRVFODZ
LFFQJOH UIF CFBU OPUF CFMPX �� )[� *O CPUI DBTFT * BOE 2 PG
UIF EPXO�DPOWFSUFE TJHOBM BSF EJHJUJ[FE BOE UIF QIBTF JOGPSN�
BUJPO JT FYUSBDUFE JO '1("� 5IF '481 VTFT B ��E# DPVQMFS BT
UIF JOQVU QPXFS TQMJUUFS 	BDUVBMMZ UISFF EJGGFSFOU DPVQMFST BSF
TXJUDIFE GPS < � ()[ �− � ()[ BOE �− �� ()[
�

5IF &����# <��> JT CBTFE PO EJSFDU QIBTF EFUFDUJPO XJUI
EPVCMF�CBMBODFE NJYFST BT UIF QIBTF�UP�WPMUBHF DPOWFSUFST�
5IF NJYFST BSF TBUVSBUFE BU CPUI JOQVUT BOE ESJWFO XJUI TZO�
DISPOPVT TJHOBMT LFQU JO RVBESBUVSF� 5IF NJYFS PVUQVU JT EJHJU�
J[FE BOE QSPDFTTFE� 5IF QPXFS TQMJUUFS JT B : SFTJTUJWF OFUXPSL�

*O CPUI DBTFT UIF TJHOBMT Y	U
 BOE Z	U
 VTFE UP DBMDVMBUF
4̂ZY( G) BSF UIF JOTUBOUBOFPVT QIBTFT BU UIF EFUFDUPS PVUQVU
TBNQMFE BOE EJHJUJ[FE� 5IJT JT UIF DBTF PG BMM UIF TQFDUSB 	àH�
VSFT � � � BOE �
 BOE UIF DPFGàDJFOU C� 	àHVSF � BOE �
�

�� &YQFSJNFOUT BOE SFTVMUT

5IF FYQFSJNFOU DPOTJTUT PG UIFNFBTVSFNFOU PG UIF XIJUF OPJTF
áPPS BGUFS JOTFSUJOH WBSJPVT EJTTJQBUJWF BUUFOVBUPST JO UIF QBUI
GSPN UIF PTDJMMBUPS VOEFS UFTU UP UIF QIBTF OPJTF BOBMZ[FS BT
TIPXO PO àHVSF ��

5XP PTDJMMBUPST BSF UFTUFEA B8FO[FM ���������& BOEB B
8FO[FM ���������# A(PMEFO $JUSJOF� CPUI ����.)[0$90T
JOUFOEFE GPS UIF MPXFTU�OPJTF BQQMJDBUJPOT� 5IF GPSNFS EBUFT
NPSF UIBO �� ZFBST BHP� 5IF MBUUFS JT UIF UPQ MPX�1.�OPJTF
PTDJMMBUPS CZ8FO[FM� "GUFS DPNQBSJOH UP UIF TQFDUSB QVCMJTIFE
PO UIF XFC QBHFT PG TFWFSBM NBOVGBDUVSFT B JT UIF 0$90 UIBU
FYIJCJUT UIF MPXFTU XIJUF OPJTF XF IBWF GPVOE CFMPX −���
E#D�)[ <��>�

5IF PTDJMMBUPS JT DMBNQFE PO B WJCSBUJPO�EBNQJOH CSFBE�
CPBSE PG UIF TBNF UZQF DPNNPOMZ TFFO JO PQUJDBM FYQFSJNFOUT�
" ����.)[ MPX�QBTT àMUFS 	.JOJ$JSDVJUT 4-1����
 JT JOTFSUFE
BU UIF PTDJMMBUPS PVUQVU� 5IF BUUFOVBUJPO JT PCUBJOFE CZ TUBDL�
JOH TNBMM�TJ[F 4." BUUFOVBUPST BU UIF àMUFS PVUQVU DMPTF UP
UIF PTDJMMBUPS� 5IF BUUFOVBUPST 	3BEJBMM CSBOE
 BSF JOUFOEFE GPS
%$ UP �� ()[� *O NPTU PG UIF UFTUT UIF QIBTF�OPJTF BOBMZ[FS
JT B 3PIEF 4DIXBS[ '481 �� XJUI IJHI�TUBCJMJUZ 0$90 BOE
DSPTT�TQFDUSVN PQUJPOT� 5IF QIBTF�OPJTF BOBMZ[FST BSF SFGFS�
FODFE UP B 5�4DJFODF )ZESPHFO NBTFS JO UVSO NPOJUPSFE WT
PUIFS NBTFST PG UIF TBNF UZQF� 5IF QPXFS JT NFBTVSFE XJUI
B 3PIEF � 4DIXBS[ QPXFS NFUFS XIJDI SFQMBDFT UFNQPSBS�
JMZ UIF QIBTF�OPJTF BOBMZ[FS CFGPSF FBDI NFBTVSFNFOU� 5IF
BUUFOVBUJPO JT FWBMVBUFE BT UIF QPXFS SBUJP� "MM UIF FYQFSJNFOUT
BSF EPOF JO B 'BSBEBZ DBHF XJUI VTVBM JTPMBUJPO USBOTGPSNFS
BOE &.* àMUFST� 5FNQFSBUVSF BOE IVNJEJUZ BSF TUBCJMJ[FE UP

�



.FUSPMPHJB �� 	����
 ������ : (SVTPO FU BM

'JHVSF �� 1IBTF OPJTF PG UIF 8FO[FM ������ ���& 0$90 NFBTVSFE XJUI UIF '481 ���

��± �.�◦$ BOE ��� ± ��� CZ B 1*% DPOUSPM XIJDI BMTP
HVBSBOUFF B ESJGU TNBMMFS UIBO ��� ,�IPVS� 5IF FOWJSPONFOU
DPOUSPM JT QSPCBCMZ PWFSEPOF GPS 1. OPJTF NFBTVSFNFOUT ZFU
JU IFMQT UP HFU DPOTFSWBUJWF SFTVMUT�

'JHVSF � TIPXT UIF QIBTF OPJTF TQFDUSB PG UIF PTDJMMBUPS A
PCTFSWFE XJUI EJGGFSFOU WBMVFT PG UIF BUUFOVBUJPO CFUXFFO �
E# BOE �� E#� 5IF FYQFSJNFOUBM EBUB 	EPUT
 PO àHVSF � BSF UIF

XIJUF 1. OPJTF GSPN àHVSF � BWFSBHFE PO B TVJUBCMF SFHJPO
�m� EFDBEFT XJEF� 4VSQSJTJOHMZ UIF PCTFSWFE áPPS EPFT OPU
NBUDI UIF ABUUFOVBUPS POMZ� QMPU� 5IF MBUUFS JT DBMDVMBUFE GSPN
	�
� *OTUFBE UIF áPPS EFDSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ GSPN � E# UP
�� E# BUUFOVBUJPO BOE JU JODSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ CFZPOE�

.FBTVSJOH UIF PTDJMMBUPS A XJUI B ,FZTJHIU &����# XF
TFF UIBU UIF XIJUF 1. OPJTF EFDSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ XJUI UIF

�



.FUSPMPHJB �� 	����
 ������ : (SVTPO FU BM

'JHVSF �� 8IJUF OPJTF áPPS C� 	EPUT
 UBLFO GSPN àHVSF ��"
DPNQBSFE UP UIF ABUUFOVBUPS POMZ� NPEFM CBTFE PO 	�
� 5IF AGVMM
NPEFM� QMPU BOE UIF QBSBNFUFST BSF EJTDVTTFE JO TFDUJPO ��

'JHVSF �� 1IBTF OPJTF TQFDUSVN PG UIF TBNF PTDJMMBUPS PG àHVSF �
NFBTVSFE XJUI B ,FZTJHIU &����# QIBTF OPJTF BOBMZ[FS�

BUUFOVBUJPO BUUFOET BNJOJNVN BU � E# BOE JODSFBTFT BU IJHIFS
BUUFOVBUJPO 	àHVSF �
� 8F DPVME OPU QVTI UIF BUUFOVBUJPO
CFZPOE �� E# CFDBVTF UIF DBSSJFS QPXFS GBMMT CFMPX UIF NJO�
JNVN GPS UIF &����#�

5IF BOPNBMPVTMZ MPX XIJUF 1. OPJTF XIFO BO BUUFOVBUPS
JT JOUSPEVDFE XBT àSTU PCTFSWFE CZ POF PG VT 	"3
 JO IJT SBEJP
BNBUFVS MBC BU IPNF NFBTVSJOH B 8FO[FM ���������' ��
.)[ 0$90 XJUI B '481 ��

$PNQBSJOH àHVSF � UP àHVSF �	"
 UIF DBMJCSBUJPO PG UIF UXP
JOTUSVNFOUT JT DPOTJTUFOU XJUIJO BU NPTU B TNBMM GSBDUJPO PG B
E#� 5IF áJDLFS PG GSFRVFODZ JT UIF TBNF C−� =−��.� E# SBE�

)[�� -JLFXJTF UIF XIJUF OPJTF áPPS BU � E# BUUFOVBUJPO JT UIF
TBNF C� =−���.� E# SBE��)[� 5IF ��E# EJTDSFQBODZ JO UIF
áJDLFS 1. OPJTF JT OPU TJHOJàDBOU CFDBVTF UIF C−� DPFGàDJFOU
JT IBSEMZ SFBEBCMF PO àHVSF ��

'JHVSF �	#
 TIPXT UIF TBNF QMPUT PG àHVSF �	"
 KVTU TFQ�
BSBUFE GPS CFUUFS SFBEBCJMJUZ� 5IF NPTU JOUFSFTUJOH GBDU JT UIF
BQQFBSBODF PG EJQT BU �m��� L)[ GPS BUUFOVBUJPO PG ≥ �� E#�

'JHVSFT � BOE � SFGFS UP UIF TBNF FYQFSJNFOU PG àHVSFT �
BOE � CVU GPS UIF PTDJMMBUPS B� *O UIJT DBTF UIF XIJUF OPJTF
áPPS JODSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ XJUI UIF BUUFOVBUJPO CVU UIFSF

JT B TJHOJàDBOU EJTDSFQBODZ CFUXFFO UIF FYQFSJNFOUBM EBUB BOE
UIF ABUUFOVBUPS POMZ� áPPS QSFEJDUFE CZ 	�
� "EEJUJPOBMMZ EJQT
BSF TFFO PO àHVSF �	#
 BU �m�� L)[ NPSF OPUJDFBCMF UIBO PO
àHVSF �	#
�

*OTQJSFE CZ UIF UIFPSZ 	TFDUJPO ���
 XF IBDLFE B '481
BU UIF 3PIEF 4DIXBS[ 3�% GBDJMJUZ JO .ÛODIFO FYUSBDUJOH
%{〈4ZY( G)〉} BOE ){〈4ZY( G)〉}� 5IJT JOTUSVNFOU JT PG UIF TBNF
UZQF PG UIBU XF IBWF JO #FTBOÉPO� *O .ÛODIFO XF NFBTVSFE
B UIJSE PTDJMMBUPS C B ����.)[ 8FO[FM ������ ���# A(PMEFO
$JUSJOF� 0$90 TBNF CSBOE BOE UZQF PG B� 5IF %65 JT DPO�
OFDUFE WJB B ��E# BUUFOVBUPS BOE UIF '481 IBE JOUFSOBM ��
E# BUUFOVBUJPO NFDIBOJDBMMZ TXJUDIFE GPS CFUUFS JNQFEBODF
NBUDIJOH� "EEJUJPOBMMZ UIFSF JT B ��� E# 	UZQJDBM
 MPTT JOTJEF
UIF '481 CFGPSF UIF QPXFS TQMJUUFS� "MM MPTTFT BDDPVOUFE GPS
UIF TJHOBM MFWFM BU UIF QPXFS TQMJUUFS JOQVU JT ��� E#N NFBT�
VSFE XJUI UIF JOUFSOBM QPXFS NFUFS� 5IF SFTVMU JT TIPXO PO àH�
VSF �� 5IF QIBTF OPJTF JT SFQSFTFOUFE BT %{〈4ZY〉}� 5IF OFHBU�
JWF JOWBMJE PVUDPNFT BSF SFQMBDFE XJUI−%{〈4ZY〉} BOE TIPXO
JO EJGGFSFOU DPMPS� #FDBVTF |){〈4ZY〉}|* |%{〈4ZY〉}| BMNPTU
FWFSZXIFSF JO UIF TQFDUSVN |%{〈4ZY〉}| JT B HPPE BQQSPYJN�
BUJPO PG |〈4ZY〉 |�

4DBOOJOH UIF ASFE� SFHJPO 	%{〈4ZY〉}< �
 PG UIF TQFDUSVN
JO B GSFRVFODZ TMPU XIFSF %{〈4ZY〉} JT áBU BOE GSFF GSPN TQVST
GPS FYBNQMF ���m��� L)[ 	PS ���m��� L)[
 XF àOE B TUBOE�
BSE EFWJBUJPO σ% = �×��−�� SBE��)[ GPS UIF SFBM QBSU BOE
σ& = �.�×��−�� SBE��)[ GPS UIF JNBHJOBSZ QBSU� 5IF SFBTPO PG
UIJT EJGGFSFODF OPU QSFEJDUFE CZ UIF UIFPSZ TUBUFE JO TFDUJPO �
JT OPU LOPXO� 5IF RVBOUJUZ σ% JT FRVJWBMFOU UP B UFNQFSBUVSF
EFWJBUJPO σ5 = ��� ,�

�� *OUFSQSFUBUJPO

5IF EJQT GPVOE BU �m��� L)[ JO àHVSF � BOE BMTP BU �m�� L)[
JO àHVSF � TVHHFTU UIBU 4ϕ( G) DIBOHFT TJHO BU UIFTF QPJOUT
CFJOH 4ϕ( G)> � GPS G< GEJQ BOE 4ϕ( G)< � CFZPOE� 5IF TJHO
DIBOHF PDDVST CFDBVTF PG ς4E JO 	��
 SFMBUFE UP UIF GBDU UIBU
UIF EJTQMBZFE 4ϕ( G) JT BDUVBMMZ |〈4ZY( G)〉 | XIFSF Y BOE Z BSF
UIF QIBTF PG UIF %65 NFBTVSFE CZ UIF UXP DIBOOFMT JOTJEF
UIF JOTUSVNFOU� 5IF BCTPMVUF WBMVF UVSOT UIF TJHO�DIBOHF JOUP
UIF TIBSQ EJQ PCTFSWFE PO UIF MPH TDBMF� 5IJT JT FYQFSJNFOUBMMZ
DPOàSNFE JO àHVSF �� #Z UIF XBZ UIF QSFTFODF PG TVDI EJQT
XBT BMSFBEZ QSFEJDUFE CZ B TJNVMBUJPO JO <� àHVSF �	C
 BOE
àHVSF �>�

'SPN B UIFPSFUJDBM TUBOEQPJOU UIF DPNCJOFE FGGFDU PG UIF
BUUFOVBUPS 	�
 BOE PG UIF QPXFS TQMJUUFS 	��
 SFTVMUT JO

E{CP}=
L5J
1J

+
L(�−"�)5B

"�1J
− L5T
"�1J

	��


BU UIF BUUFOVBUPS PVUQVU� 5IJT DPOUBJOT UXP TZTUFNBUJD FGGFDUT�
UIF BUUFOVBUPS OPJTF 	QPTJUJWF
 BOE UIF UIFSNBM FOFSHZ PG UIF
QPXFS TQMJUUFS 	OFHBUJWF
� "U IJHI BUUFOVBUJPO 	"� → �
 UIF 3'
TQFDUSVN BTTPDJBUFE UP UIF OPJTF TJEFCBOET UFOET UP L5B� *O
UIJT DPOEJUJPO 	��
 QSFEJDUT CP < � CFDBVTF UIF UFNQFSBUVSF
5T JOTJEF UIF JOTUSVNFOU JT PCWJPVTMZ IJHIFS UIBO UIF BUUFOVBUPS
	BOE SPPN
 UFNQFSBUVSF 5B�

-FU VT TUBSU GSPN UIF PTDJMMBUPS A UIF PME 8FO[FM ����
�� ���& 	àHVSF �
� 6TJOH UIF BCTPMVUF�WBMVF FTUJNBUPS UIF

�



.FUSPMPHJB �� 	����
 ������ : (SVTPO FU BM

'JHVSF �� 1IBTF OPJTF PG B 8FO[FM ���������# A(PMEFO $JUSJOF� ��� .)[ 0$90 NFBTVSFE JO UIF TBNF DPOEJUJPOT BOE XJUI UIF TBNF
JOTUSVNFOUT PG àHVSF ��

FYQFDUFE CP JT

E{ĈP}=
∣∣∣∣
L5J
1J

+
L(�−"�)5B

"�1J
− L5T
"�1J

∣∣∣∣ . 	��


'JUUJOH UIF FYQFSJNFOUBM QPJOUT XJUI 	��
 GBJMT CFDBVTF UIFSF
SFTVMUT B UPP IJHI 5T� #FDBVTF UIF JTPMBUJPO CFUXFFO DIBOOFMT
DBOOPU CF QFSGFDU XF SFQMBDF 5T XJUI 5T− ς5D XIFSF ς5D
FYQSFTTFT UIF DSPTTUBML HJWFO JO UFSNT PG B UFNQFSBUVSF BOE

ς IBT UIF TBNF NFBOJOH BT JO 	��
� "DDPSEJOHMZ 	��
 SFXSJUFT
BT

E{ĈP}=
∣∣∣∣
L5J
1J

+
L(�−"�)5B

"�1J
+
L(ς5D− 5T)

"�1J

∣∣∣∣ . 	��


/PUJDF UIBU UIFSF BSF UXP VOLOPXOT JO 	��
 5J BOE ς5D− 5T�
5IF GPSNFS JT EPNJOBOU BU OP BUUFOVBUJPO 	"� = �
 XIFSF UIF
PCTFSWFE 1.OPJTF JT SBUIFS IJHI� 5IF MBUUFS JT EPNJOBOU BU IJHI

�



.FUSPMPHJB �� 	����
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'JHVSF �� 8IJUF OPJTF áPPS C� 	EPUT
 UBLFO GSPN àHVSF �	"

DPNQBSFE UP UIF ABUUFOVBUPS POMZ� NPEFM CBTFE PO 	�
� 5IF AGVMM
NPEFM� QMPU BOE UIF QBSBNFUFST BSF EJTDVTTFE JO TFDUJPO ��

BUUFOVBUJPO 	"� → �
� #FDBVTF ς5D− 5T BQQFBST BT B TJOHMF
RVBOUJUZ JO 	��
 TFQBSBUJOH ς5D GSPN 5T JT TPNFXIBU BSUJà�
DJBM CVU JU JT VTFGVM JO UIBU JU QSPWJEFT QIZTJDBM JOTJHIU� 8F
BTTVNF 5B= ��� , 	�� ◦$
 BOE 5T= ��� , 	�� ◦$
 B DPO�
WFOJFOU SPVOE OVNCFS RVJUF QMBVTJCMF GPS UIF JOTUSVNFOU JOTJEF�
'JUUJOH UIF EBUB PG àHVSF � XJUI 	��
 SFTVMUT JO 5J= ���� ,
BOE 5D= ��� ,� 5IJT JT UIF DVSWF MBCFMFE AGVMM NPEFM�� 6TJOH
CJ = L5J/1J XJUI 1J= ��� N8 	+��� E#N BU "� = �
 XF
HFU CJ = �.�×��−�� SBE��)[ 	−����� E# SBE��)[
� $PNQBS�
JOH UIJT WBMVF UP UIF SFBEPVU 	−����� E# SBE��)[ BU "� = �

UIF JOTUSVNFOU JOUSPEVDFT B CJBT PG −��� E# EVF UP UIF DPN�
CJOFE FGGFDU PG QPXFS TQMJUUFS BOE DSPTTUBML�

3FNPWJOH UIF BCTPMVUF WBMVF JO 	��
 ZJFMET

E{ĈP}=
L5J
1J

+
L(�−"�)5B

"�1J
+
L(ς5D− 5T)

"�1J
, 	��


XIJDI SFTVMUT JO CP > � VQ UP �� E# BUUFOVBUJPO BOE JO CP < �
CFZPOE� 3FXSJUJOH UIF QPMZOPNJBM NPEFM 	�
 GPS UIF BCTPMVUF�
WBMVF FTUJNBUPS XF HFU

E{4̂ϕ( G)}=
∣∣∣∣
C−�

G�
+
C−�

G�
+
C−�

G
+
L5J
1J

+
L(�−"�)5B

"�1J
+
L(ς5D− 5T)

"�1J

∣∣∣∣ .

	��

&WBMVBUJOH 	��
 XJUI C−� = �.�×��−� SBE� )[� 	−����
E# SBE� )[�
 C−� > � BOE C−� = �×��−�� E# SBE� 	−���
E# SBE�
 UBLFO GSPN àHVSF �	"
 XF àOE UIF TPMJE MJOFT
PWFSMBQQFE UP UIF FYQFSJNFOUBM TQFDUSB PG àHVSF �	#
� 5IF
NPEFM NBUDIFT UIF FYQFSJNFOU BOE QSFEJDUT QSFDJTFMZ UIF EJQT�
5IFTF EJQT PDDVS BU ≥ �� E# BUUFOVBUJPO XIFSF CP < �� /PX
XF UVSO PVS BUUFOUJPO UP UIF PTDJMMBUPS B UIF 8FO[FM ����
�����# A(PMEFO $JUSJOF�� -PPLJOH BU àHVSF �	"
 BOE àHVSF �
XF OPUJDF UIBU UIF XIJUF OPJTF áPPS JODSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ
JODSFBTJOH UIF BUUFOVBUJPO BOE UIF EJQT BSF QSFTFOU GPS BMM UIF
WBMVFT PG UIF BUUFOVBUJPO�BMCFJU UIFTF EJQT BSF OPU DMFBS BU �
E# BOE � E# CFDBVTF PG JOTVGàDJFOU BWFSBHJOH� 5IJT JOEJDBUFT
UIBU CP < � JO BMM DBTFT� &WBMVBUJOH 	��
 XJUI UIF TBNF 5B 5T
BOE 5D BT BCPWF XF àOE 5PTD = 5J = �� ,� 5IF NPEFM àUT XFMM
UIF FYQFSJNFOUBM EBUB BT TIPXO PO àHVSF �� 5IF UFNQFSBUVSF
PG �� , JT FRVJWBMFOU UP B XIJUF OPJTF áPPS PG−��� E# SBE��)[

BU +���� E#N 	���� N8
 PVUQVU QPXFS XJUI OP BUUFOV�
BUJPO� 'JOBMMZ 	��
 QSFEJDUT BDDVSBUFMZ UIF EJQT TFFO PO BU
àHVSF �	#
�

���� 5IF PSJHJO PG UIF DSPTTUBML

5SZJOH UP VOEFSTUBOE UIF DSPTTUBML XF MPPL BU UIF QBSU PG UIF
'481XIFSF UIF TUSPOHFTU BOE UIF XFBLFTU TJHOBMT DPNF DMPTF
UP POF BOPUIFS XIJDI JT UIF JOQVU NJYFS� -FU VT QVU OVNCFST
UPHFUIFS XJUI UIJT JEFB� 'PS MJOFBS DPOWFSTJPO UIF -0 TJHOBM
TIPVME OPU CF MPXFS UIBO+�� E#N� 5IF QIBTF OPJTF PG B TUBUF�
PG UIF BSU TZOUIFTJ[FS BU ��� .)[ DBSSJFS JT PG UIF PSEFS PG
−��� E# SBE��)[� 'PS SFGFSFODF UIF 3�4 4."���" TZOUIFT�
J[FS XJUI UIF MPX�QIBTF�OPJTF PQUJPO 4."�#�� IBT B XIJUF
áPPS PG UIJT PSEFS <�� EBUB TIFFU Q� ��>� "U +�� E#N QPXFS
UIF XIJUF�OPJTF TJEFCBOET BSF PG−��� E#N�)[ UIBU JT ��−��

8�)[� 5IF DSPTTUBML L5D XF TFBSDI GPS JT PG ���×��−�� 8�)[
XJUI 5D= ��� ,� 5IJT JT �� E# TNBMMFS UIBO UIF -0 TJEFCBOET�
" DPVQMJOH PG UIF PSEFS PG −�� E# EVF UP MFBLBHF JT RVJUF
QMBVTJCMF GPS B HPPE NJYFS DJSDVJU� #FTJEFT UIF BCTFODF PG EJT�
DPOUJOVJUZ JO UIF TQFDUSVN 	àHVSF � BOE �
 BU � .)[ JOEJD�
BUFT UIBU UIF DSPTTUBML EPFT OPU EFQFOE PO UIF PQFSBUJOH NPEF
XIJDI FYDMVEFT TPNF PUIFS QBSUT PG UIF JOTUSVNFOU� 5IF QSFT�
FODF PG B TNBMM BNPVOU PG BOUJDPSSFMBUFE áJDLFS 1. JT BMTP
QPTTJCMF GPS UIF TBNF SFBTPO� "OZXBZ UIJT JOUFSQSFUBUJPO JT
KVTU B HVFTT OPU CBTFE PO UIF JOUFSOBM EFTJHO OPS PO TQFDJàD
NFBTVSFNFOUT�

���� *OTJEF UIF PTDJMMBUPS

8F BEESFTT UIF RVFTUJPO PG UIF PSJHJO PG 5PTD BOE XIZ JU DBO
CF TNBMMFS UIBO UIF SPPN UFNQFSBUVSF� 'SPN PVS QVSQPTFT UIF
PTDJMMBUPS DPOTJTUT PG B DPSF 	UIF BVUP�PTDJMMBUPS JO TUSJDU TFOTF

B CVGGFS BOE BO PVUQVU àMUFS 	àHVSF �
� 5IF BUUFOVBUJPO JO UIF
àMUFS TUPQCBOE JT HFOFSBMMZ BDIJFWFE CZ SFáFDUJOH UIF QPXFS
CBDL UP UIF HFOFSBUPS�T JOUFSOBM JNQFEBODF�

5IF DPOWFOUJPOBM PTDJMMBUPST NBZ IBWF B MPXQBTT PS CBOE�
QBTT 3-$ àMUFS BU UIF PVUQVU UP TVQQSFTT UIF IBSNPOJD EJTUPS�
UJPO BOE UP TPMWF PUIFS QSBDUJDBM QSPCMFNT 	àHVSF �	"

� 4VDI
àMUFS DBOOPU IBWF B CBOEXJEUI TNBMMFS UIBO B GFX .)[ BU ���
.)[ DBSSJFS CFDBVTF UIF RVBMJUZ GBDUPS 2 PG UIFTF SFTPOBUPST
JT PG UIF PSEFS PG ��m�� JO QSBDUJDBM DPOEJUJPOT� "T B DPO�
TFRVFODF UIF PVUQVU JNQFEBODF JT SFBTPOBCMZ NBUDIFE JO UIF
XIPMF 'PVSJFS�GSFRVFODZ TQBO BOE UIF XIJUF OPJTF JT DIJFáZ
UIF OPJTF PG UIF TVTUBJOJOH BNQMJàFS XIFSF UIF DBSSJFS JT UIF
XFBLFTU�

*O UIF UIFSNBMMZ MJNJUFE RVBSU[ PTDJMMBUPS B RVBSU[ SFTPO�
BUPS JT QSFTFOU CFUXFFO UIF DPSF BOE UIF CVGGFS� 4VDI àMUFS DBO
CF UIF NBJO SFTPOBUPS JG UIF DBSSJFS JT FYUSBDUFE GSPN UIF SFT�
POBUPS�T HSPVOE QJO <��> <�� àHVSF ���� UP ����> PS B TFDPOE
RVBSU[ SFTPOBUPS 	àHVSF �	#

� 0VU PG UIF SFTPOBUPS CBOEXJEUI
ν�	�± ���2
 UIF RVBSU[ JT B IJHI JNQFEBODF DJSDVJU UIVT UIF
OPJTF PG UIF TVTUBJOJOH BNQMJàFS JT OPU USBOTNJUUFE UP UIF CVG�
GFS� 5IF OPJTF BTTPDJBUFE UP UIF SFTPOBUPS�T NPUJPOBM SFTJTUBODF
JT BMTP SFKFDUFE GPS UIF TBNF SFBTPO� 5IF CVGGFS 	B DPNNPO�
CBTF BNQMJàFS
 IBT MPX JOQVU JNQFEBODF BOE MPX OPJTF àHVSF
UIVT UIF XIJUF OPJTF JT DIJFáZ MJNJUFE CZ UIF QIZTJDBM UFNQFS�
BUVSF PG UIF DPMMFDUPS SFTJTUPS 3$ BU UIF PVUQVU� 4VDI PTDJMMBUPST

�



.FUSPMPHJB �� 	����
 ������ : (SVTPO FU BM

'JHVSF �� 1. OPJTF PG B A(PMEFO $JUSJOF� ����.)[ PTDJMMBUPS NFBTVSFE XJUI B IBDLFE '481� 5IF QPMZOPNJBM àU HJWFT C−� = �.��×��−�

SBE� )[� 	−���� E#
 C−� = �.�×��−� SBE� )[� 	−���� E#
 C−� = �.��×��−�� SBE� )[ 	−����� E#
 C−� =−�.��×��−�� SBE�

	|C−�|=−��� E# SBE�
 BOE C� =−�.��×��−�� SBE��)[ 	|C�|=−��� E# SBE��)[
� 5IF SFHJPO XIFSF #{4ZY}< � JT OPU B WBMJE 1.�OPJTF
TQFDUSVN CVU −#{4ZY} QSPWJEFT VTFGVM JOGPSNBUJPO SFMBUFE UP |4ZY| CFDBVTF #�{4ZY}$%�{4ZY} BMNPTU FWFSZXIFSF� 5IF BODJFOU�-BUJO
FYQSFTTJPO )*$ 47/5 -&0/&4 VTVBMMZ USBOTMBUFE BT AIFSF CF ESBHPOT� SFGFST UP BO VOFYQMPSFE MBOE PS UP B MBOE XIFSF IVNBOT BSF OPU
QFSNJUUFE�

'JHVSF �� 4JNQMJàFE TDIFNF PG UIF MPX�OPJTF RVBSU[ PTDJMMBUPST�
5IF LFZ QPJOU JT UIF JOUFSQMBZ PG àMUFST BOE JNQFEBODFT� 0UIFSXJTF
DPNNFSDJBM PTDJMMBUPST NBZ EJGGFS GSPN UIF TDIFNFT TIPXO�

NBZ IBWF BO BEEJUJPOBM 3-$ PVUQVU àMUFS PG UIF TBNF UZQF EJT�
DVTTFE CFGPSF�

*O UIF TVC�UIFSNBMMZ MJNJUFE RVBSU[ PTDJMMBUPS B RVBSU[ SFT�
POBUPS PS B RVBSU[ àMUFS JT JOUSPEVDFE JO TFSJFT UP UIF PVUQVU
<�� àHVSF �> XJUI OP GVSUIFS BNQMJàDBUJPO� 5IF PVUQVU àM�
UFS IBT B TNBMM DVUPGG GSFRVFODZ FWFO XJUI UIF MPX 2 JNQPTFE
CZ UIF IFBWZ MPBE DPOEJUJPO� 'PS FYBNQMF UBLJOH 2= ����
BU ��� .)[ UIF DVUPGG GSFRVFODZ JT G D= �� L)[� 'PS DPNQBS�
JTPO B HPPE SFTPOBUPS BU UIJT GSFRVFODZ IBT2� ��� VOMPBEFE�
0VU PG UIF CBOEXJEUI ν�	�± ���2
 UIF PVUQVU JNQFEBODF JT
RVJUF IJHI 	|;P|, ��Ω
 XIJDI HJWFT UIF BQQFBSBODF PG B DPME
TPVSDF� 5IFSF OP WJPMBUJPO PG UIF TFDPOE QSJODJQMF CFDBVTF

'JHVSF ��� 6ODFSUBJOUZ DPODFQUT BEBQUFE GSPN UIF 7*. <��>�

UIF àMUFS JT PCWJPVTMZ JO UIFSNBM FRVJMJCSJVN XJUI UIF FOWJS�
PONFOU� )PXFWFS UIF FMFDUSJDBM BDDFTT UP UIF UIFSNBM FOFSHZ
JT PQFO� *O UIJT DPOEJUJPO UIF JOQVU QPXFS TQMJUUFS PG UIF OPJTF
BOBMZ[FS JT SFBTPOBCMZ XFMM NBUDIFE POMZ JO UIF QBTT CBOE BOE
OFBSMZ PQFO DJSDVJU JO UIF TUPQCBOE� *O UIF TUPQCBOE UIF FYQFD�
UFE DSPTT TQFDUSVN SFMBUFT UP UIF UIFSNBM FOFSHZ PG UIF QPXFS
TQMJUUFS 	BOE UP UIF DSPTTUBML JG BOZ
 XJDI IBT OFHBUJWF TJHO JO
UIF DPSSFMBUJPO�

4JNQMF BUUFNQUT UP NFBTVSF UIF PVUQVU JNQFEBODF GBJMFE
CFDBVTF UIF JNQFEBODF BOBMZ[FST EP OPU XPSL JO UIF QSFTFODF
PG UIF TUSPOH DBSSJFS BU UIF JOQVU� 8F EJTBTTFNCMFE UXP ���
.)[ PTDJMMBUPST B 8FO[FM ���������& BOE B 8FO[FM $JUSJOF
UIF TBNF UZQF BT UIF PTDJMMBUPS A BOE B SFTQFDUJWFMZ� 5IF
PTDJMMBUPS A JT PG UIF DPOWFOUJPOBM UZQF XJUI B 3-$ àMUFS BU
UIF PVUQVU� 5IF XIJUF 1. OPJTF MJNJUFE CZ UIF TJHOBM�UP�OPJTF
SBUJP JO UIF TVTUBJOJOH BNQMJàFS� 5IF PTDJMMBUPS B JT PG UIF TVC�
UIFSNBMMZ MJNJUFE UZQF XJUI B RVBSU[ SFTPOBUPS JO TFSJFT UP UIF
PVUQVU� "MCFJU XF EJE OPU SFWFSTF�FOHJOFFS UIF PTDJMMBUPS UIF

�
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UXP WBMVFT PG 5PTD ���� , BOE �� , BSF DPOTJTUFOU XJUI UIF
PTDJMMBUPS BSDIJUFDUVSF�

�� %JTDVTTJPO

.FBTVSJOH UIF PTDJMMBUPS A UIF FYQFSJNFOUBMJTU NBZ CF TBUJT�
àFE PG UIF TQFDUSB UBLFO XJUI OP BUUFOVBUJPO 	"� = �
 CFDBVTF�

• 5XP JOTUSVNFOUT GSPN UIFNBKPS CSBOET XJUI TJNJMBS DPSSFM�
BUJPO BMHPSJUIN CVU SBEJDBMMZ EJGGFSFOU JO UIF 3' BSDIJUFDUVSF
BOE JO UIF EFUFDUJPO QSJODJQMF BSF JO QFSGFDU BHSFFNFOU�

• 5IF TZTUFNBUJD FSSPS JO UIF XIJUF OPJTF SFWFBMFE CZ PVS
SBUIFS DPNQMFY FYQFSJNFOU JT PG B NFSF −��� E# OPU
BMBSNJOH�

$POWFSTFMZ UIF XIJUF OPJTF áPPS NFBTVSFE PO UIF PTDJMMBUPS
B JT B DPNQMFUF OPOTFOTF CFDBVTF %

{
〈4ZY( G)〉N

}
< � JOTJEF

UIF JOTUSVNFOU�
6OMJLF NPTU EPNBJOT PG NFUSPMPHZ 	NBTT MFOHUI FUD
 B

1. OPJTF TQFDUSVN DPOTJTUT PG NBOZ QPJOUT PO UIF 4ϕ( G) QMPU�
5IF DPNNPO EJUUP UPP NVDI JOGPSNBUJPO JT OP JOGPSNBUJPO
SJTFT UIF RVFTUJPO PG UIF OBUVSF PG UIF NFBTVSBOE� (FOFSBM
FYQFSJFODF JOEJDBUFT UIBU UIF QPMZOPNJBM MBX 	�
 EFTDSJCFT
XFMM UIF 1. OPJTF TQFDUSVN PG RVBSU[ BE EJFMFDUSJD PTDJMMBU�
PST UIVT B TNBMM OVNCFS 	�m�
 PG QBSBNFUFST CO UFMM UIF XIPMF
TUPSZ� *O PQUJDT TPNF BEEJUJPOBM UFSNT BQQFBS MJLF CVNQT BOE
CMVF OPJTF XIJDI DBMM GPS B TNBMM OVNCFS PG BEEJUJPOBM DPFGà�
DJFOUT <��>� -PDBM JSSFHVMBSJUJFT MJLF UIF OFHBUJWF TQVST DBO CF
SFNPWFE BGUFS WJTVBM JOTQFDUJPO� #Z DPOUSBTU BO JODPOTJTUFOU
CFIBWJPS PWFS B XJEF GSFRVFODZ SBOHF JT B SFBM QSPCMFN�

6MUJNBUFMZ TPNF DPODFQUT GSPN UIF *OUFSOBUJPOBM 7PDBCV�
MBSZ PG .FUSPMPHZ 	7*.
 <��> BOE JO UIF (VJEF UP UIF &YQSFT�
TJPO PG 6ODFSUBJOUZ JO .FBTVSFNFOU 	(6.
 <��> 	TFF BMTP
<�� ��>
 TIPVME CF JOUSPEVDFE JO QIBTF OPJTF NFBTVSFNFOUT�
(PJOH UISPVHI UIF 7*. UIF GPMMPXJOH EFàOJUJPOT BSF SFMFWBOU
UP PVS FYQFSJNFOUT� 5ZQF " BOE 5ZQF # FWBMVBUJPO PG VODFS�
UBJOUZ 	���� BOE ����
 UIF JOáVFODF RVBOUJUJFT 	����
 UIF EFàO�
JUJPOBM VODFSUBJOUZ 	����
 BOE UIF OVMM NFBTVSFNFOU VODFS�
UBJOUZ 	����
� 5IF MBUUFS DPODFQU JT BQQSPQSJBUF UP EFTDSJCF PVS
OFHBUJWF PVUDPNFT� 5IF DBTFT " BOE # PG àHVSF �� JMMVTUSBUF
C� PG UIF PTDJMMBUPS A XJUI TNBMM PS OP BUUFOVBUJPO� 5IF DBTF
$ JT MJLFMZ TFFO JODSFBTJOH UIF BUUFOVBUJPO CFGPSF UIF TQFD�
USVN DIBOHFT TJHO� % SFQSFTFOUT C� PG UIF PTDJMMBUPST B BOE
C� 5IF UZQF " VODFSUBJOUZ V" DBO CF QSPDFTTFE CZ B TUBUJTU�
JDBM BOBMZTJT PG UIF UJNF TFSJFT PS JO PVS DBTF PG B TFSJFT PG
TQFDUSB� $POWFSTFMZ UIF UZQF # VODFSUBJOUZ V# DBO CF EFUFSN�
JOFE CZ PUIFS NFBOT DIJFáZ UIF BOBMZTJT PG UIF TZTUFN� 5IF
DPNCJOFE VODFSUBJOUZ 	(6. TFDUJPO ����� BOE TFDUJPO �
 JT
V$ =

√
V�"+ V�#� *O FOHJOFFSJOH JNQMJDJU SFGFSFODF JT PGUFO

NBEF UP UIF FYQBOEFE VODFSUBJOUZ 	7*. ����
 XJUI B DPWFS�
BHF QSPCBCJMJUZ PG ���� #FDBVTF OPOF PG VT JT B USVF FYQFSU
PG VODFSUBJOUZ JO NFUSPMPHZ TVCUMFUJFT NBZ FTDBQF GSPN PVS
BUUFOUJPO� )PXFWFS UIJT BSUJDMF TIPXT UIBU UIF BTTFTTNFOU PG
VODFSUBJOUZ JO 1. OPJTF JT TUJMM BU B UPP SVEJNFOUBSZ TUBHF� 5IF
GPMMPXJOH EJHSFTTJPO JT JOUFOEFE UP TUJNVMBUF B EJTDVTTJPO XJUI
OP JOUFOUJPO PG TUBUJOH SVMFT�

5IF TJOHMF�DIBOOFM CBDLHSPVOE OPJTF PG UIF JOTUSVNFOU JT
DIJFáZ [FSP�BWFSBHF (BVTTJBO OPJTF XJUI XIJUF PS DPMPSFE
TQFDUSBM EJTUSJCVUJPO UIVT JU GBMMT JO UIF UZQF " VODFSUBJOUZ� 5IJT
DBO CF NBEF OFHMJHJCMF CZ BWFSBHJOH PO B TVGàDJFOUMZ MBSHF
OVNCFSN PG TQFDUSB� 5IF TJOHMF�DIBOOFM OPJTF JT SFEVDFE CZ B
GBDUPS PG �/

√
N GPS UIF BCTPMVUF WBMVF FTUJNBUPS BOE �/

√
� N

GPS UIF SFBM�QBSU FTUJNBUPS <��>� *G UIF BDUVBM N JT VODMFBS OPU
XFMM EPDVNFOUFE PS IJEEFO JO BMHPSJUINT UIFSF JT B USJDL CBTFE
PO UIF QSJODJQMF PG FSHPEJDJUZ� 5BLJOH OFJHICPS CJOT PG UIF
TQFDUSVN BT JOEFQFOEFOU SBOEPN WBSJBCMFT XJUI OFBSMZ FRVBM
TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT UIF FOTFNCMF EFWJBUJPO 	BDSPTT CJOT
 JT
FRVBM UP UIF EFWJBUJPO JO UJNF 	EJGGFSFOU SFBMJ[BUJPOT PG UIF TBNF
CJO FBDI BWFSBHFE PO UIF TBNF N
� 'PS FYBNQMF VTJOH UIF
XIJUF OPJTF PO àHVSF � BOE EJTDBSEJOH UIF JNBHJOBSZ QBSU XF
HFU σ = σ% = �×��−�� SBE��)[ 	FOE PG TFDUJPO �
� "EEJOH B
DPWFSBHF GBDUPS UIJT JT V" BTTPDJBUFE PG FBDI CJO� 8F EJE OPU
USZ UP GVSUIFS SFEVDF V" CZ TNPPUIJOH UIF TQFDUSVN�

5XP DPOUSJCVUJPOT UP UIF UZQF # VODFSUBJOUZ BSF PCWJ�
PVTMZ JEFOUJàFE B DBMJCSBUJPO GBDUPS BOE UIF DPSSFMBUFE FGGFDUT
EJTDVTTFE� 5IJT TVHHFTUT B NJOJNBMJTU NPEFM MJLF V#(4ϕ) =
B�4ϕ + B�� 8F IBWF TFFO UIBU UIF DPSSFMBUFE XIJUF OPJTF JOTJEF
UIF JOTUSVNFOU DBO CF NPEFMFE BT UIF UFNQFSBUVSF ς5D− 5T�
5IVT UIF UFSN B� JT TFU CZ ς5D− 5T PS CZ UIF SFTJEVBM VODFS�
UBJOUZ JG XF DBO BQQMZ B DPSSFDUJPO� #Z DPOUSBTU UIF DBMJCSBUJPO
GBDUPS B� JT EPNJOBOU PO UIF MFGU�IBOE TJEF PG UIF TQFDUSVN
XIFSF UIF XIJUF OPJTF IBT OP JNQBDU PO 4ϕ( G)� #BTFE PO UIF
��G � OPJTF TFFO PO àHVSF � BOE � 	TBNF PTDJMMBUPS NFBTVSFE
XJUI UXP JOTUSVNFOUT PG EJGGFSFOU CSBOE 3' BSDIJUFDUVSF BOE
QSJODJQMFT
 XF JOGFS UIBU UIF VODFSUBJOUZ JT OPU HSFBUFS UIBO
���m��� E# J�F�! �% JO UIF QIBTF�UP�OVNCFS DPOWFSTJPO� 5IF
TBNF JT FYQFDUFE PO àHVSF �� 4VDI TNBMM WBMVF JT OPU BO JTTVF
JO UIF MBCPSBUPSZ QSBDUJDF BOE XJMM CF OFHMFDUFE�

/PXXF MPPL BU 5T BOE 5D TFQBSBUFMZ� #FDBVTF 	��
 JT CBTFE
PO TJNQMF BOE XFMM�FTUBCMJTIFE QIZTJDT B TPGUXBSF DPSSFDUJPO
JOTJEF UIF JOTUSVNFOU DBO DPNQFOTBUF GPS 5T JO B SFMJBCMF XBZ�
'PS SFGFSFODF � , VODFSUBJOUZ SFTVMUT JO �×��−�� SBE��)[
VODFSUBJOUZ BU 1= ���� N8 	PTDJMMBUPS B
� #Z DPOUSBTU UIFSF
JT OP HFOFSBM XBZ UP DPNQFOTBUF GPS ς5D� 8F IBWF OP B QSJPSJ
SFBTPO UP CFMJFWF UIBU JU JT B DPOTUBOU JO UIF DBSSJFS�GSFRVFODZ
SBOHF 	� EFDBEFT
 OPS B SFQSPEVDJCMF QBSBNFUFS BOE FWFO UIF
TJHO ς NBZ DIBOHF BDSPTT EJGGFSFOU TQFDJNFOT PG UIF TBNF
JOTUSVNFOU� *O PVS FYQFSJNFOUT ��� PG UIF CJBT FSSPS JT EVF
UP UIF QPXFS TQMJUUFS ��� UP UIF DSPTTUBML� 5IFSFGPSF DPN�
QFOTBUJOH GPS 5T BMPOF JT B NFUSPMPHJDBMMZ DPSSFDU BQQSPBDI
BOE NJUJHBUFT UIF QSPCMFN� 5IF CSVUF GPSDF BQQSPBDI PG QVU�
UJOH UIF QPXFS TQMJUUFS JO B MJRVJE�)F DSZPTUBU <�> JT OPU NPSF
FGGFDUJWF CFDBVTF PG UIF DSPTTUBML�

5IF FWBMVBUJPO PG V	ς5D
 JT TUJMM OPU QPTTJCMF CFDBVTF XF EP
OPU IBWF FOPVHI EBUB UP QSPWJEF SFMJBCMF SFTVMUT BOE UIF EJT�
TJQBUJWF MPTT JOTJEF UIF JOTUSVNFOU NBZ SFRVJSF NPSF BUUFOUJPO�
)PXFWFS PVS WBMVF PG 5D NVMUJQMJFE CZ B TBGF GBDUPS TBZ �
JT B HPPE TUBSUJOH QPJOU GPS V	ς5D
 JO TJNJMBS DPOEJUJPOT� *O UIF
BCTFODF PG BOZ JOEJDBUJPOT UIF VQQFS CPVOE PG |ς5D− 5T| DBO
CF JOGFSSFE GSPN UIF EPDVNFOUBUJPO PG UIF JOTUSVNFOU VTJOH
C� = L5�1� 5IVT XJUI B ATFOTJUJWJUZ� PG −��� E#D�)[ 	TQFDT

PS −��� E#D�)[ 	UZQJDBM
 BU ��� .)[ BOE �� E#N DBSSJFS
BOE G = � .)[ 	XIJUF
 XF àOE ���� , 	TQFDT
 PS ���� ,
	UZQJDBM
� 5IJT TUBUFT UIF OVMM NFBTVSFNFOU VODFSUBJOUZ PG UIF

��
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JOTUSVNFOU APVU PG UIF CPY� PS V#	5
 JG 5FR FYDFFET UIF DBMDV�
MBUFE WBMVF�

8F DBMDVMBUFE 5PTD GPS UIF PTDJMMBUPST A BOE B DPODMVEJOH
UIBU B DPVME OPU CF NFBTVSFE XJUIPVU UIF NFUIPE QSPQPTFE�
6OGPSUVOBUFMZ UIFR FTUJNBUPS VTFE JO àHVSF � JT OPU TVGàDJFOU
FTUJNBUF 5PTD GPS UIF PTDJMMBUPS C OPS B VTFGVM VQQFS CPVOE� "
QSPCMFN JT UIBU JO .ÛODIFO XF EJE OPU NFBTVSF ς5D− 5T CZ
TXJUDIJOH UIF BUUFOVBUJPO� "OPUIFS QSPCMFN JT UIBU UIF IJHI
BUUFOVBUJPO CFUXFFO PTDJMMBUPS BOE QPXFS TQMJUUFS 	���� E#

PCGVTDBUFT 5PTD IFODF 5FR JT DIJFáZ EFUFSNJOFE CZ UIF UFN�
QFSBUVSF PG UIF BUUFOVBUPS� &RVBUJPO 	�
 TUBUFT UIBU BO FSSPS JO
ς5D− 5T JT BNQMJàFE CZ B GBDUPS PG �� PO 5PTD�

8F IBWF TFFO UIBU UIF PVUQVU JNQFEBODF ;P	G 
 QSPEVDFT
FSSBUJD SFTVMUT JG JU DIBOHFT TJHOJàDBOUMZ JO UIF BOBMZTJT CBOE�
XJEUI� 5IJT PQFOT UIF RVFTUJPO PG XIFUIFS ;P	G 
 HPFT JO UIF
EFàOJUJPOBM VODFSUBJOUZ 	JU JT JOTJEF UIF %65
 JU HPFT JO UIF
#�UZQF VODFSUBJOUZ PS JG JU JT BO JOáVFODF RVBOUJUZ� 5IF SPMF PG
JNQFEBODF NJTNBUDI JT XFMM LOPXO JO NJDSPXBWF OPJTF NFBT�
VSFNFOUT <�� ��> CVU UIFTF DPODFQUT IBWF OPU CFFO USBOTQPTFE
UP 1. OPJTF�

'JOBMMZ XF XBOU UP ESBX UIF BUUFOUJPO UP UIF WFSUVFT PG
UIF SFBM�QBSU FTUJNBUPS %

{
〈4ZY〉N

}
� *U JT TVQFSJPS UP UIF USBEJ�

UJPOBM FTUJNBUPS
∣∣〈4ZY〉N

∣∣ JO UIBU 	J
 JU DPOWFSHFT GBTUFS CFDBVTF
UIF CBDLHSPVOE OPJTF JO )

{
〈4ZY〉N

}
JT OPU UBLFO JO BOE 	JJ
 JU

SFWFBMT UIF OFHBUJWF OPOTFOTJDBM PVUDPNFT�

�� $PODMVTJPOT

0VS NFUIPE DPOTJTUT PG JOUSPEVDJOH WBSJPVT WBMVFT PG EJTTJQBU�
JWF BUUFOVBUJPO CFUXFFO UIF PTDJMMBUPS VOEFS UFTU BOE UIF QIBTF�
OPJTF BOBMZ[FS� 5IJT NFUIPE JT OFX� *U QSPWJEFT RVBOUJUBUJWF
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